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Aufgabe 1 (Lineares Gleichungssystem)

Es sei eine invertierbare 4 x 4-Matrix A gegeben mit

1 1 1 -1
1 1 -1 1
A= 1 -1 1 1
-1 1 1 1

Bestimmen Sie mit Hilfe des Gaufischen Verfahrens die Lésung von A - x = b mit allgemeinem
b= (bl, bg, bg, b4) c R4.

Losung 1 Wir wenden das Gaufische Eliminationsverfahren auf die erweiterte Matrix (A|b) €

M(4 x 5,R),
1 1 1 —1|b
I O T T R B
(Alb) = 1 -1 1 1 | b3
-1 1 1 1 |b
1 1 1 —-1|h 1 1 1 -1 b1
1 1 -1 1 || aV)y=»@+av) |1 1 -1 1 bo (I11) — (II1)-(1), (IT) +— (I1)-(T)
—_—
1 -1 1 1 | b3 1 -1 1 1 b3
-1 1 1 1 | by 0 2 2 0 |b+by
1 1 1 -1 b1 1 1 1 -1 b1
0 0 -2 2 |bg—b| Mean [0 =2 0 2 |b3—0b | V) —=ID+AI)+(IV)
0 -2 0 2 |b3—10 0 0 =2 2 |by—0
0o 2 2 0 | b1+ by 0 2 2 0 | by + by
1 1 1 -1 b1
0 —2 2 bs — by
0 0 -2 2 by — by
0 O 0 4 | bo+bg+by— by

Dies ist dquivalent zum folgenden Gleichungssystem:

r1 + xo + 3 — 24 = by,
— 2w + 224 = b3 — by,
— 223 + 224 = b — by,
4x4 = by +bg+ by — by.



Wir setzen x4 = % (ba + b3 + by — b1) in die dritte und vierte Gleichungen ein und erhalten eindeutige
Losungen fiir xo bzw. x3. Indem wir alle drei Werte in die erste Losung einsetzen, bekommen wir auch
eine Losung fiir 1, und somit ist

b1+ ba + b3 — by
_1 b1 + by —bg + by

4 by — by + b3 + by
—b1 + b2+ b3+ by

die eindeutige Losung der Gleichung A - x = b.

Aufgabe 2 (Inverse Matrix) Falls moglich, invertieren Sie die folgende Matrix:
1 46
B=10 1 3
0 0 4
Losung 2
1 4 6|1 00 1 46|10 0
1T IN)+(—2) (11 I D+(—2)Ir
01 3lo 1 (1) — (I+(—5) (1) 01 0[/0 1 —3/4 (D) — (H+(=3)()
0 0 4/0 01 0 0 4/0 0 1
1 4 0(1 0 —3/2 1 001 —4 3/2 1
— 111 5 (IIT
001 00 1 —g/a| DOV G 5 g1y 1 gy | 070D,
0 0 4/0 0 1 0 0 4(0 O 1
1 001 —4 3/2
01 0[O0 1 -3/4
0 0 1|0 0 1/4
1 -4 3/2
— B '=|0 1 -3/4
0 0 1/4
Aufgabe 3 (Inverse Matrix) Falls moglich, invertieren Sie die folgende Matrix:
010 O
100 O
¢= 00 0 —i
0 0 ¢« O

Losung 3 Bemerkung: C' € C***; unsere Skalare sind also Elemente aus dem Kérper C. Wir bringen
die Matrix zuerst auf Dreiecksform mittels EZU vom Typ II und III:

01 0 0|1 0 O0O 100 0|01 00
1 00 0|0 1 0 O] M, eav)y 10 1 0 01 0 0 0
0 00 —|0 0 10 00 ¢« 0|0 O0O0 1
0 0 ¢z O0]0 OO0 1 000 —|0 010

Nach den Umformungen von Typ III haben wir sogar eine Diagonalmatrix. Wir brauchen nur noch
Umformungen von Typ I:

100 0|0 1 00 100 0j0 1 0 O
01 0 011 0 0 0| (=9-amm,-(v) 01 0 01 0 0 O
00« 0|0 O0O01 001 0[/0 0 0 —1
000 —|(0 010 000 1/]0 0 ¢ O



010 0
L |1 00 o0
= C =100 0 —i
00 i 0

Aufgabe 4 (Losungsriaume)

Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Az = b mit 2 € R*, A € R3*4 und b € R? gegeben durch

1111
A=1|2 3 4 2|, b=
3 45 3

~ Ot N

Es sei Los(4,b) := {x € R*| Az = b} der Losungsraum des linearen Gleichungssystems A - z = b.

(i) Bestimmen Sie mit Hilfe des Gaufischen Verfahrens die Losung des homogenen Gleichungssys-
tems, d.h. bestimmen Sie Los(A, 0). Driicken Sie Los(A, 0) als lineare Hiille einer Menge linear
unabhéingiger Vektoren aus.

(ii) Finden Sie nun die Losung des inhomogenen Gleichungssystems, d.h. bestimmen Sie Los(A, b).

Hinweis: Die Losung des inhomogenen Gleichungssystems ist gegeben durch Los(A,b) = 2 +
Los(A,0). Dabei ist 2’ eine spezielle Losung von Az = b.

Losung 4 Um beide Aufgabenteile zu 16sen, miissen wir mit dem Gauflschen Verfahren die Matrix A
und die erweiterte Matrix (A |b) auf Zeilenstufenform bringen:

(IT) —(IT)-2(1) & (ITT) —(IT1)-3(T) (ITT) —(TT1)-(I1)
e

1111
(A|b) 0120
0120

— =N

1
0
0

O = =

11
2 0
00

O = N

Die Gleichungen Az = 0 bzw. Az = b sind also dquivalent zu den Gleichungen A’z = 0 bzw. A’z = V/
mit
1 1 11 2
A=]o1 20|, ¥=][1
00 0O 0
Insbesondere ist Rang(A) = 2.
(i) Der Losungsraum Los(A | 0) hat Dimension n — Rang(A4) = 4 — 2 = 2. Es gilt:
x€Los(A]0) < w1 +xo+w3+24=0, 29+4+223=0
= wo=-2(r1+24), @Z=x1+724

Dies bedeutet, dass wir x; und x4 beliebig wiahlen kénnen und das die Werte von zs und x3
eindeutig bestimmt, also ist ein x € Los(A | 0) der Form

A 1 0
—2\+p) | ]2 -2
A+ =A 1 +u e A p€eR
" 0 1
——
= U =: Uy

und somit Los(A | 0) = span(vi,v2). Da dim(Los(A | 0)) = 2 ist {v1,v2} sogar eine Basis vom
Losungsraum.

Bemerkung: Wie immer ist diese Wahl von Basisvektoren von Los(A | 0) nicht eindeutig.



(ii) Da Los(A | b) = 2’ + Lés(A | 0) mit 2’ € Los(A | b) beliebigl| miissen wir nur einen Vektor
o' = (2, b, 2%, 7)) € R* finden, sodass Az’ =b = Az’ =V.

Al =V = 2\ +ay+a5+ay =2, 24+225=1

Wir wéhlen, zum Beispiel, zf, = 1; dann muss =% = 0, damit die zweite Gleichung erfiillt ist. Aus
der ersten Gleichung folgern wir nun, dass dann = + z), = 1. Wir wéihlen beispielsweise 2} = 0,
und somit muss 2/, = 1 sein. Also ist

Los(A | b) =

—_ O = O
+
»w
e}
Q
=

'd.h. Los(A | b) ist ein affiner Unterraum von R™.



